Mathematik zur
Entspannung

The Lighter Side of Mathematics*

Die hiufig anzutreffende Uber-
setzung ,,Unterhaltungsmathema-
tik“ von ,,Recreational Mathema-
tics* trifft den Kern der Sache
nicht wirklich. Gemeint sind ma-
thematische Spiele und Puzzle,
die meist keine tieferen Kennt-
nisse der Mathematik vorausset-
zen. Obwohl der verwendete Stil
weniger formal und eher unter-
haltend bzw. kurzweilig ist, wer-
den nichtsdestotrotz auch aktuel-
le Forschungsfragen aufgegriffen
bzw. neue Forschungsfragen mo-
tiviert.

Abbildung 1: Welches Hoélzchen
muss man umlegen?

Streichholzlegespiele, wie in
Abbildung 1 dargestellt, haben
die meisten schon einmal gese-
hen. Hier gilt es jeweils genau ein
Holzchen so umzulegen, dass die
zwei Gleichungen richtig sind.
Sie sind ein netter Zeitvertreib,
und junge Schiiler konnen mit ih-
nen spielerisch Plus und Minus

“Ebenfalls der Titel des Tagungsban-
des einer Recreational Mathematics Ta-
gung, der auf die zwei Bedeutungen
,leicht® und ,,ein Streichholz anziinden‘
(to light a match) anspielt.

iiben. Aber enthalten Streichholz-
spiele auch ,richtige” Mathema-
tik?

Bauwerke mit vielen Streich-
holzern

Legt man mehrere Streichholzer
Kopf an Kopf, so entsteht ein
sogenannter Graph. Die Stellen
an denen ein oder mehrere Kop-
fe zusammentreffen nennen wir
Knoten des Graphens und die
Streichhélzer, die diese Knoten
verbinden, nennen wir Kanten
des Graphens.

Legt man solche Streichholz-
graphen, so stellt sich die Frage,
wie viele Streichhoélzer es bei fes-
ter Knotenanzahl maximal wer-
den konnen.

Abbildung 2: Die Moser-Spindel.

In Abbildung 2 ist als Bei-
spiel ein Streichholzgraph aus 7
Knoten und 11 Streichhélzern ge-
zeichnet. Es soll zunichst zu-
gelassen werden, dass sich die
Streichholzer iiberkreuzen (zwei
Kanten diirfen jedoch hochstens
einen gemeinsamen Punkt be-
sitzen, also z.B. nicht direkt
iibereinander liegen).

Mit u(n) bezeichnen wir die
maximal mogliche Kantenanzahl
eines Streichholzgraphen mit n
Knoten. Im Rahmen einer Di-
plomarbeit sind folgende Zahlen
bestimmt worden:

n|1|2|3]4|5]|6|7
un) 0 | 1 |3 |5 |7]9 |12
n|8|9|10(11]|12|13|14
u(n) 14 | 18|20 |23 |27|30 |33

Am liebsten hitte man natiirlich
eine Formel fiir u(n) (wie z.B.
u(n)=3n), denn dann kénnte man
u(n) fiir alle verniinftigen n sofort
angeben. Leider ist so eine For-
mel fiir den genauen Wert unbe-
kannt. Immerhin kennt man For-
meln fiir sogenannte untere und
obere Schranken: Man weif}, dass
Zahlen a und b existieren mit

—a 4
n!Tieglosn < w(n) < bns.

Paul Erdds vermutete, dass die
untere Schranke die richtige ist
und setzte ein Preisgeld fiir einen
Beweis oder eine Widerlegung
dieser Vermutung aus. Leider ist
Paul Erd6s 1996 verstorben; das
Preisgeld gibt es aber immer noch
Zu gewinnen.

Farbungszahl der Ebene

Ein weiteres ungelostes mathe-
matisches Problem ist die soge-
nannte Firbungszahl der Ebene.
Hierbei ist eine Farbung der Ebe-
ne mit moglichst wenig verschie-
denen Farben gesucht, so dass je
zwei Punkte mit Abstand eins un-
terschiedlich geférbt sind. Etwas
schwierig ist bei diesem Problem,
dass die Ebene aus unendlich vie-
len Punkten besteht.

Um endliche Teilprobleme
zu bekommen, konnen wir das
Problem betrachten, die Knoten
von Streichholzgraphen mit mog-
lichst wenig Farben so zu firben,
dass jedes Streichholz zweifar-
big ist. Der Leser ist herzlich da-
zu eingeladen nachzupriifen, dass
die Moser-Spindel aus Abbildung
2 nicht mit drei Farben gefirbt
werden kann. Die Firbungszahl
der Ebene betrigt also minde-
stens vier.

Interessanterweise lédsst sich
auch jeder andere Streichholz-
graph mit hoéchstens 6197 Kno-
ten (weiter hat man bisher noch
nicht gerechnet) mit sechs Far-
ben so firben, dass jedes Streich-
holz zweifarbig ist. Falls es einen
Streichholzgraphen gibt, bei dem



man sieben Farben bendtigt, so
muss dieser schon ziemlich viele
Knoten besitzen.

Abbildung 3:

Eine
(Quelle: David Eppstein - The
Geometry Junkyard).

Firbung

In Abbildung 3 ist eine
Firbung der Ebene mit sieben
Farben angegeben (die natiirlich
noch periodisch auf die ganze
Ebene fortgesetzt werden muss),
so dass fiir die Farbungszahl der
Ebene

4<x(E*) <7

gilt. Dies ist auch der aktuel-
le Kenntnisstand in dieser Frage.
Fiir den dreidimensionalen Raum
ist unser Wissen sogar noch be-
schrénkter:

6 < x (E*) < 15.

RegelmiiBige
Streichholzgraphen

Ein regelmiBiger Graph, ein so-
genannter k-reguldrer Graph, ist
ein Graph, bei dem jeder Knoten
Endpunkt von genau k Kanten ist.
Das Kantenmodell eines Wiirfels
ist z. B. ein drei-reguldrer Graph.
Heiko Harborth warf die Frage
nach der kleinstmdglichen Kno-
tenanzahl n(k) eines k-regulédren
Streichholzgraphen auf. Die bis-
her bekannten Werte sind n(1)=2,
n(2)=3, nB)=6, n4)=9 und
n(5)=18.

Mit Hilfe sogenannter ite-
rierter Minkowski-Summen von
Dreiecken, siche Abbildung 4 fiir
ein Beispiel einer Minkowski-
Summe, lassen sich Beispiele

K -

Abbildung 4: Beispiel einer
Minkowski-Summe S| @ Sy =
{p+aqlp€Sqe S}

konstruieren, die zu einer oberen
Schranke von

3k/2
{ 9. 3(k-1)/2

fiihren. Es wird vermutet, dass
diese Konstruktion optimal ist.

fiir gerade k,
fiir ungerade k

Streichholzgraphen ohne

Uberkreuzungen

Die Kanten des Streichholzgra-
phen aus Abbildung 2 iiberkreu-
zen sich zum Teil. Verbieten wir
dies, so spricht man von planaren
Graphen bzw. ihren Einbettungen
in die Ebene, und wir konnen die
Fragen aus den vorherigen Ab-
schnitten erneut betrachten.

Die maximal mogliche Kan-
tenanzahl eines Streichholzgra-
phen aus n Knoten ohne Uber-
kreuzungen bezeichnen wir mit
U(n). Beginnt man mit ein-
em Dreieck und nimmt man
auf einem reguldren Dreiecks-
gitter spiralformig weitere Ein-
heitsdreiecke hinzu, siche Abbil-
dung 5, so erhilt man die untere
Schranke

U(n) > 3n — [m}

Fiir n=7 erhélt man bei dieser
Konstruktion ein regelméBiges
Sechseck inklusive seinem Mit-
telpunkt. Nachzihlen liefert

3.7—(¢m] — 12

Kanten. Es wird vermutet, dass
diese untere Schranke nicht ver-
bessert werden kann.

Diese Spiralkonstruktion ist
aber bewiesenermalBlen die opti-
male Losung eines anderen Pro-
blems. Betrachten wir hierzu die

Einheitskreise

Abbildung  6:
mit der maximalen Anzahl an
Beriihrungspunkten.

Aufgabe, n Einheitskreise so in
die Ebene zu legen, dass sie
sich nicht iiberlappen und die
maximal mogliche Anzahl an
Beriihrungspunkten haben, siehe
Abbildung 6.

Farbungszahl von planaren
Graphen

Im Gegensatz zur Firbungszahl
der Ebene bzw. der Fiarbungszahl
von Streichholzgraphen ist die
Féarbungszahl von planaren Gra-
phen (sogar ohne die Einschrin-
kungen die Streichholzgraphen
mit sich bringen) vollstidndig be-
stimmt worden. Das Ergebnis ist
der beriihmte Vierfarbensatz von
Appel und Haken aus dem Jah-
re 1976. Er besagt, dass man jede
Landkarte, bei der die einzelnen
Liander zusammenhéngend sind,
mit Hilfe von hochstens vier Far-
ben so fiarben kann, dass keine
zwei Lander mit einer gemeinsa-
men Grenzlinie in derselben Far-
be geférbt sind, oder eben auch,
dass man planare Graphen mit
hochstens vier Farben so firben



kann, dass alle Kanten zweifarbig
sind.

RegelmiiBige
Streichholzgraphen
Uberkreuzungen

ohne

Nehmen wir bei dem Problem , k-
regulidre Streichholzgraphen mit
der kleinsten Anzahl N(k) an
Knoten* noch die Eigenschaft,
dass sich keine zwei Kanten im
Inneren tiberkreuzen diirfen, hin-
zu, so erhalten wir ein sehr inter-
essantes offenes Problem.

Fiir k=1 und k=2 sind die
kleinsten Beispiele durch einen
Punkt und ein Dreieck gegeben,
so dass N(1)=1 und N(2)=3 gilt.
Die Bestimmung des Beispiels
zu N(3)=8 ist ein nettes kurz-
weiliges Ritsel. Also packen Sie
die Streichhodlzer aus. Falls Sie
kein Beispiel mit 8 Knoten bzw.
12 Kanten finden, so versuchen
Sie es doch einfach mit 10 Kno-
ten bzw. 15 Kanten. Haben Sie
das Beispiel jedoch einmal ent-
deckt, so bietet sich eine gute
Moglichkeit, sich in Kneipen das
eine oder andere Bier zu erwet-
ten.

Da planare Graphen (also
insbesondere auch regelmissige
Streichholzgraphen ohne Uber-
kreuzungen) mindestens einen
Knoten, der Endpunkt von hochs-
tens fiinf Kanten ist, besitzen,
ist N(k) keine endliche Zahl, so-
bald k groBer als fiinf ist. Ob
es einen fiinf-reguldren Streich-
holzgraphen ohne Uberkreuzun-
gen gibt, ist immer noch ein offe-
nes Problem, auch wenn Beweise
fiir die Nichtexistenz solcher Gra-
phen gegeben wurden (die, wie
sich im Nachhinein herausstellte,
alle Liicken hatten).

Fiir k=4 ist das kleinste bis-
her bekannte Beispiel der in Ab-
bildung 7 abgebildete sogenann-
te Harborth Graph. Dieser Graph
fungiert nun doch schon seit ei-
nigen Jahren als Logo der Ab-
teilung fiir Diskrete Mathematik

Abbildung 7:

Der
Graph - ein 4-reguldrer kreu-
zungsfreier Streichholzgraph aus
52 Knoten.

(Quelle: E. H.-A Gerbracht -
Minimal Polynomials for the

Harborth

Coordinates of the Harborth

Graph).

an der Technischen Universitit
Braunschweig!. Bisher konnte je-
doch noch niemand seine Mini-
malitit beweisen bzw. ein kleine-
res Beispiel angeben.

Wir wollen nun eine untere
Schranke fiir die Anzahl der Kno-
ten eines minimalen Beispiels
herleiten und machen das, was
man in der Mathematik hiufig
macht: wir formulieren das Pro-
blem um und ignorieren zunéchst
einmal einige unserer Nebenbe-
dingungen. In der Chemie be-
zeichnet man chemische Ver-
bindungen der gleichen Sum-
menformel, aber unterschiedli-
cher chemischer Struktur und so-
mit teilweise auch unterschiedli-
chen biologischen Eigenschaften,
als Strukturisomere, sieche Abbil-
dung 8 fiir die zwei moglichen
Strukturisomere des Butans.

Die pharmazeutische Indus-
trie ist fortwdhrend auf der Su-
che nach neuen Medikamen-
ten und Wirkstoffen, welche die
gewiinschten Eigenschaften der
bekannten Originale, etwa von
Aspirin, teilen bzw. sogar liber-
treffen. Da man auch in den

"http://www.mathematik.tu-
bs.de/dm/
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Abbildung 8: Strukturisomere

des Kohlenwasserstoffs C4Hjg

(Butan).

industriellen GroBlabors nur be-
grenzt viele Substanzen testen
kann, verwendet man Computer
um vorherzusagen, welche Struk-
turen die gewiinschten Eigen-
schaften haben konnen. Aus die-
sen und anderen Griinden gibt es
Computerprogramme, wie z.B.
Molgen?, welches an der Univer-
sitdt Bayreuth entwickelt wurde,
mit denen man alle Strukturiso-
mere zu einer gegebenen Sum-
menformel im Computer erzeu-
gen kann.

Doch was haben unsere re-
guldren kreuzungsfreien Streich-
holzgraphen nun mit chemischen
Verbindungen zu tun? Wenn wir
die Strukturisomere eines Koh-
lenstoffmolekiils C), erzeugen, so
erhalten wir Graphen, die vier-
reguldr sind. Die Eigenschaften,
dass der Graph planar und die
Kanten die Léange eins haben sol-
len, konnen wir zwar nicht direkt
mit Hilfe von Molgen erzwingen,
aber es gibt einen Trick, wie man
die Anzahl der erzeugten Kandi-
daten reduzieren kann. Von be-
stimmten kleinen Graphen kann
man mit etwas Mathematik her-
ausfinden, dass sie entweder nicht
planar sind oder kein Teil eines
Streichholzgraphen sein konnen,
siehe Abbildung 9.

Da die FEigenschaften von
chemischen Verbindungen zum
Teil auch durch ihre Teilverbin-
dungen bestimmt werden, kann
Molgen, siehe Abbildung 10 fiir
einen Screenshot, mit solchen
verbotenen Teilgraphen umge-
hen. Damit ldsst sich zeigen,

“http://molgen.de
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Abbildung 9: Verbotene Teilgra-
phen.

dass jeder vier-regulire kreu-
zungsfreie Streichholzgraph aus
mindestens 19 Knoten bestehen
muss (diese untere Schranke lasst
sich ,,mit der Hand“ noch weiter
verbessern, was aber etwas feh-
leranfillig ist, da viele Teilfdlle
unterschieden werden miissen).

Ein iibersehenes klassisches
Problem?

Bei der Betrachtung von Streich-
holzgraphen hat man damit zu
kdmpfen, dass diese zum Teil be-
weglich sein konnen, und man so-
mit nicht mit festen Koordinaten
rechnen kann.

Ein Ansatz, mit dem man
manchmal die Nichtexistenz von
kreuzungsfreien Streichholzgra-
phen zeigen kann, sind Flachen-
inhaltsbetrachtungen: Der rech-
te Graph aus Abbildung 9 be-
sitzt als d@uBere Flidche ein Drei-
eck. Im Inneren miissten aber drei
gleich grofle Dreiecke enthalten
sein, was natiirlich nicht moglich
ist.

Wenn die dullere Fliche, nun
etwas allgemeiner, ein k-Eck
ist, so konnen alle inneren Fli-
chen zusammen hdchstens so viel
Fliche wie ein gleichseitiges k-
Eck der Seitenldnge eins besit-
zen. Die grofiten gleichseitigen
k-Ecke sind bekanntlich die re-
gelmidBigen k-Ecke. Man kann
die Frage aber auch in die an-
dere Richtung stellen: Welchen
Fliacheninhalt hat ein gleichseiti-
ges k-Eck mit Seitenldnge eins
mindestens?

Fiir gerade k kann man be-
liebig nahe an den Flidcheninhalt
Null herankommen, indem man

eine von zwei Seiten begrenz-
te Strecke betrachtet. Mit einer
dhnlichen Konstruktion kann man
fiir ungerades k beliebig nahe an
den Fldcheninhalt eines gleich-
seitigen FEinheitsdreiecks heran-
kommen, aber ist dies bereits
die minimalmdgliche Flidche? Fiir
k=3,5,7 ist sie es bewiesenerma-
Ben, fiir groBeres k bleibt dies nur
eine Vermutung.

Wie schwierig sind Streich-
holzprobleme?

Wir haben ein paar ungelSste
Probleme mit Streichholzgraphen
gesehen. Eine aus der Infor-
matik bekannte Moglichkeit, die
algorithmische Schwierigkeit von
Problemen zu messen, ist anzu-
geben, ob es einen Losungsalgo-
rithmus geben kann, der ein Pro-
blem in polynomialer Laufzeit,
gemessen in Abhingigkeit vom
Speicherverbrauch der Problem-
daten, geben kann oder nicht. In
unserem Fall besteht das Pro-
blem darin zu entscheiden, ob
ein gegebener Graph kreuzungs-
frei als Streichholzgraph in die
Ebene einbettbar ist oder nicht.
Dieses Problem ist NP-schwer,
d. h. es gibt vermutlich keinen po-
lynomialen Algorithmus fiir die-
ses Problem. Falls jemand doch
einen findet, so ist er um eine
Million Dollar reicher, denn dann
hitte er eines der sieben Mille-
niumsprobleme der Mathematik
gelost (ausgeschrieben vom Clay
Mathematics Institute?).
Streichholzprobleme

sind doch nur Rumprobiererei,
was soll daran schwierig sein? Si-
cherlich findet man mit etwas Ge-
duld einen drei-regulédren Streich-
holzgraphen aus acht Knoten oh-
ne Uberschneidungen. Die Ent-
deckung des Harborth Graph
ist bestimmt eine sehr beacht-
liche Puzzleleistung, aber muss

3http://www.claymath.org

man dafiir etwas von Mathema-
tik verstehen? Auch wenn der
Entdecker Mathematikprofessor
ist, braucht man ehrlich gesagt
fir das Finden der Losungen
von Streichholzaufgaben keine
oder nur wenig Mathematik. Der
schwierige Teil ist zu zeigen, dass
es kein Beispiel mit weniger als
52 Knoten geben kann. Denn,
nur weil seit etlichen Jahren kein
kleineres Beispiel gefunden wur-
de, heifit das noch lange nicht,
dass es keines geben kann.

Um anzudeuten, wie schwer
sich die Mathematik mit Streich-
holzgraphen tut, soll erwéhnt
werden, dass es erst 2006 ge-
lungen ist, die Koordinaten des
Harborth Graphen mit Hilfe von
Computeralgebra zu berechnen.
Sie sind Nullstellen von Polyno-
men vom Grad 22 (weniger geht
nicht!).

Streichholzprobleme konnen
also mitunter ziemlich schwie-
rig sein, wenn man die zugrun-
de liegende Mathematik betrach-
tet. Kennt man diese aber erst gar
nicht oder ignoriert sie einfach,
so kann es eben doch manchmal
gelingen, so ein Problem mit ele-
mentaren cleveren Ideen zu 16sen.

Abbildung 10: Screenshot des
Computerprogramms Molgen.
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